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Zusammenfassung.Aktuell entwickeln sich sehr inter-
essante Ans̈atze, informationstheoretische Methoden in
der Finanzmathematik anzuwenden. In diesem Beitrag
wird ein kurzerÜberblick über diese Ideen und̈uber die
ihnen zu Grunde liegende Definition des Begriffs Infor-
mation und seine Interpretation im Kontext mit Portfolios
gegeben. Neben einer Anwendung für das zentrale Con-
trolling eines Finanzunternehmens bietet das Resultat die
Grundlage f̈ur einen theoretischen Ansatz, den Geldwert
von Information zu bestimmen.

Summary. In recent time there developped some in-
teresting ideas to apply information theoretic methods in
financial mathematics. In this article, a survey about these
ideas and the underlying definitions of the notion of infor-
mation and its interpretation in the context of portfolios is
given. It contains the information theoretic fundamentals
and a mathematical relation between the statistical mo-
ments and the expected return of a financial asset deve-
lopped by the author, as well as a remarkable analogy to
the model of theentropic marketby Les Gulko. Besides
an application for the central controlling of a financial in-
stitution, the result yields the basis for a theoretical ansatz
to evaluate information monetarily. However, the mone-
tary value of information cannot be calculated absolutely,
but only relatively with respect to the expected risk.

1 Einleitung

”
Was kostet ein Byte?“ Information spielt nicht nur in

den wirtschaftswissenschaftlichen Theorien eine wichti-
ge Rolle, beispielsweise im Zusammenhang mit der Ef-
fizienz von M̈arkten oder in der Spieltheorie. Aus be-
triebswirtschaftlicher Sicht erlangt Information als einer
der Produktionsfaktoren immer größere Bedeutung. Die
Ermittlung eines wissenschaftlich fundierten Preises von
Information ẅare daher von erheblichem unternehmeri-
schen und theoretischen Interesse.

Voraussetzung dafür sind Anwendungen von Methoden
der Informationstheorie in den Wirtschaftswissenschaf-
ten, in einem ersten Schritt in der Finanzmathematik. In
der letzten Zeit sind es insbesondere zwei internationale
Veröffentlichungen, die informationstheoretische Anwen-
dungen in der Finanzmathematik vorschlagen. Es wurden

bereits mehrfach informationstheoretische Anwendungen
in der Finanzmathematik vorgeschlagen. So zeigte bei-
spielsweise Les Gulko [6] anhand eines idealisierten Mo-
dells, wie sich Preise von Wertpapieren durch das aus
der Statistischen Physik wohlbekannte

”
Prinzip der maxi-

malen Entropie“, einem Optimierungsproblem mit Rand-
bedingungen, herleiten lassen. Andererseits konnte der
Autor [24] mathematisch zeigen, wie der zu erwarten-
de Ertrag eines Portfolios mit diversifizierter Verteilung
statistischer Momente und investierten Kapitals auf ein-
zelne Subportfolios informationstheoretisch interpretiert
werden kann.

Im folgenden werden die Grundgedanken beider Bei-
träge kurz dargestellt. Dazu wird zunächst der Begriff
der Information erl̈autert, bevor auf den Ansatz von Gul-
ko und anschließend auf den des Verfassers eingegangen
wird.

2 Information und Wissen

Was ist Information? Kaum ein Begriff, der im alltägli-
chen Leben so oft gebraucht (und gelegentlich strapaziert)
wird. Wie mit allen fundamentalen (

”
ersten“) Begriffen

[27] kann eine Definition nur vage ausfallen:Informati-
on ist der darstellungs-, sender- und empfängerinvariante
Gehalt einer Mitteilung, einer Nachricht oder eines Ereig-
nisses [17].

Nach Weizs̈acker [26] muss zun̈achst zwischen zwei
Arten von Information unterschieden werden: Einerseits
gibt es diefaktischeInformation,

”
die man bereits weiß“,

andererseits diepotentielle oder virtuelle Information,

”
die man (noch) nicht weiß“. Faktische Information, al-

so Wissen, kann ausschließlich von bereits vergangenen
Ereignissen stammen.1 Im Umkehrschluss liefern zukünf-
tige Ereignisse potentielle Information.

Eine spezifischere Antwort gibt die Informationstheo-
rie. Sie befasst sich speziell mit der potentiellen Informa-
tion, die in drei Arten zerf̈allt:

1. Die syntaktische Informationbezieht sich auf die
Symbole oder Zeichen, mit denen Nachrichtenübert-
ragen werden. Hieraus leitet sich direkt die Einheit
der Information ab, insbesondere das Bit.

1Zeit und Wissen ḧangen also unaufl̈oslich zusammen!
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2. Diesemantische Informationbezieht sich auf die Be-
deutung von Nachrichten.

3. Die pragmatische Informationbezieht sich auf die
Wirkung und den Nutzen von Nachrichten.

Lyre [16] spricht suggestiv von der
”
Dreidimensionaliẗat

der Information“ um zu verdeutlichen, dass die drei In-
formationsaspekte lediglich verschiedene Sichtweisen auf
ein und dasselbe Phänomen darstellen.

Die syntaktische Information kann am präzisesten be-
schrieben werden. Die entsprechende mathematische De-
finition stammt von Shannon [21] aus dem Jahre 1948.
Shannons bahnbrechende Idee war es, die InformationH
als Funktion einer gegebenen Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung p zu betrachten,H = H(p), und zwar als Maß f̈ur
die Unsicherheit des Eintretens eines bestimmten Ereig-
nisses, bzw. als Maß für die entsprechendëUberraschung
oder den Neuigkeitswert.

Im engeren (und ursprünglich Shannonschen) Sinne der
Informationstheorie bezieht sich die Wahrscheinlichkeits-
verteilung lediglich auf den Spezialfall einer Quelle, die
einen endlichen Vorrat an Nachrichten sendet, wobei die
Nachricht Nummeri mit der Wahrscheinlichkeitpi er-
zeugt wird. Auf diese Weise wird ganz offensichtlich nur
der syntaktische Aspekt der Information berücksichtigt.

Doch vor allem Jaynes [11, 12] vertritt vehement die
Auffassung, dass dieser Ansatz auf prinzipiell jede Wahr-
scheinlichkeitsverteilung verallgemeinert werden kann.
Grundlage hierf̈ur ist die Idee, dass eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung im wesentlichen A-priori-Kenntnis oder
Wissen darstellt, also faktische Information. Auf diese
Weise kann also auch die semantische Information ma-
thematisch pr̈aziser gefasst werden, denn die Wahrschein-
lichkeitsverteilung selbst ist formaler Ausdruck des Wis-
sensüber die betreffende Situation.

Wenn beispielsweise — wie in den Lehrbüchernüblich
— für einen Ẅurfel die Gleichverteilungp1 = ... = p6 =
1/6 angenommen wird, so wird in Wahrheit das Wis-
sen formal ausgedrückt, dass es sich um einenidealen
Würfel handelt. Mit anderen Worten: Die Gleichvertei-
lung ist formaler Ausdruck f̈ur das Nicht-Wissen, wel-
che Eigenschaften̈uber den betrachteten Ẅurfel voraus-
gesetzt werden k̈onnen: also setzt man rationalerweise
gar keine voraus. Weiß man dagegen mehr, beispielsweise
dass der empirisch beobachtete Mittelwert eines konkre-
ten Würfels 4,5 betr̈agt (und nicht 3,5!), so darf man keine
Gleichverteilung mehr annehmen. Welche Verteilung aber
dann? Eine mathematisch eindeutige Antwort gibt das aus
der Statistischen Physik bekannte Prinzip der

”
maximalen

Entropie“. Mit ihm lässt sich die Verteilung bei gegebe-
nem Wissen errechnen, so wie es Jaynes [12] in seiner
Brandeis lecturegrandios vorf̈uhrte.

Allerdings ist dieser Ansatz, obwohl sogar auf die kon-
zeptionellen Ideen der Begründer der Wahrscheinlich-
keitstheorie, Laplace und Bernoulli, zurückführbar [13],
nicht unumstritten.

3 Information und Wahrscheinlich-
keit

Wir werden in diesem Beitrag ganz pragmatisch Informa-
tion als eine FunktionH einer gegebenen Wahrscheinlich-
keitsverteilungdefinieren. Die Interpretation dieser Defi-
nition ist dann kontextabḧangig.

Ist p = (p1, ..., pn) ein Wahrscheinlichkeitsvektor [9],
so ist die durchschnittliche Informationoder auch die
Entropie H(p) definiert als

H(p) =−
n

∑
i=1

pi logpi . (1)

Wir verstehen in diesem Beitrag unter
”
log“ den Loga-

rithmus zur Basis 2 (
”
log2“ oder

”
ld“). Damit ist H(p) die

Information vonp in der Einheit Bit.
Information ḧangt somit lediglich von einer gegebenen

Wahrscheinlichkeitsverteilungp ab und bezieht sich nicht
direkt auf den Inhalt oder die Bedeutung der zu Grunde
liegenden Ereignisse. Nur dieWahrscheinlichkeiten, mit
denen die Ereignisse eintreten, sind relevant, nicht die Er-
eignisse selber. Die Semantik liegt also implizit bereits in
der Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten.

Gibt es nun zwei Wahrscheinlichkeitsvektorenp und
q (mit der Eigenschaft, dassqi nur da verschwindet, wo
auchpi gleich Null ist), so ist die so genannteKullback-
Leibler-Information oder die relative Entropie von p
bez̈uglichq definiert durch

K(p;q) =
n

∑
i=1

pi log
pi

qi
. (2)

Die Kullback-Leibler-Information ist ein Maß für die Ab-
weichung zweier Verteilungen. Hierbei kann die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungq aufgefasst werden als mathe-
matische Beschreibung des Wissens oder der anfäng-
lichen Vorkenntnis (Bayesian prior distribution[12]);
auf Grund neuer Erkenntnisse, etwa durch eine Mes-
sung oder durch Lernen, wird das Wissen verändert und
führt zu einer gëanderten Wahrscheinlichkeitsverteilung
p. Die Kullback-Leibler-Information ist dann der entspre-
chende Informationsgewinn. In diesem Beitrag wird die
Kullback-Leibler-Information allgemein als die Informa-
tionsdifferenz aufgefasst, die das Wissenp von dem Vor-
wissenq unterscheidet.

4 Gulkos Entropischer Markt

Gulkos Ansatz erweitert das klassische Arbitrage-
Theorem von Arrow [1]. Grob ausgedrückt besagt es, dass
dann und nur dann keine M̈oglichkeit zur Arbitrage be-
steht, wenn die Marktpreiseψ1, . . . ,ψn der n Produkte
eines Marktes linear abhängen von den Wahrscheinlich-
keiten p1, . . . , pm der m möglichen

”
Zusẗande der Welt“.
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Insbesondere also bestimmen die Preise im Falle von Ar-
bitragefreiheit die Einscḧatzung risikoneutraler Marktteil-
nehmer, mit welcher Wahrscheinlichkeit die zukünftigen
Weltzusẗande eintreten. Umgekehrt bestimmen die ein-
gescḧatzten Wahrscheinlichkeiten die Preise [4, 18].

Nach Gulkos Hypothese des Entropischen Markts nun
ist diese Wahrscheinlichkeitsverteilung durch das Prinzip
der maximalen Entropie bestimmbar. Entropie bezeichnet
hier die durchschnittliche (potentielle) Information einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung, wie wir oben gesehen ha-
ben. Die Hypothese liefert eine hinreichende Bedingung
für das wohlbekannte Black-Scholes-Modell, jedochoh-
ne die Annahme der Normalverteilungshypothese. Noch
wichtiger: Unter leichten Veränderungen der Randbe-
dingungen lassen sich sogar ganz andere Wahrschein-
lichkeitsverteilungen herleiten, so beispielsweise dieγ-
Verteilung [7].

5 Information und Rendite

Einen anderen Aspekt beleuchtet die Frage: Was hat In-
formation mit erwarteter Rendite zu tun? Der Zusammen-
hang offenbart sich erst nach zwei Schritten: Zunächst
ben̈otigt man die so genannte Moment-Ertrag-Relation
(moment-return relation)eines beliebigen Assets oder
Wertpapiers, und ferner ein Portfolio mit gegebenen Ver-
teilungen des Investitionskapitals und der stochastischen
Momente, jeweils auf einzelne Subportfolios.

5.1 Die Moment-Ertrag-Relation

In der Finanzmathematik wird angenommen, dass die
zeitliche Entwicklung des Ertrags eines Wertpapiers (ei-
ner Aktie, einer Anleihe, aber auch eines Derivats wie ei-
ner Option) auf einem so genanntenstochastischen Pro-
zess Xτ [3, 19] beruht. (̈Ublicherweise istXτ eine Brown-
sche Bewegung, und der Wertpapierkurs ein Ito-Prozess
[4, 18, 22, 28].) Unter der milden Bedingung, dass für
diesen Prozess ein stochastisches Integralüberhaupt nur
definiert ist, konnte der Autor [24] nachweisen, dass der
zu erwartende ErtragR des in das Wertpapier investierten
KapitalsW über den Zeithorizontt durch dieMoment-
Ertrag-Relation

R=
W ln2

t
logs, mit s= [1+ µt +σx(t)] (3)

gegeben ist. Hierbei istµ die erwartete Rendite,σ die Vo-
latilit ät des Wertpapierkurses undx(t) das stochastische
Integral (

”
nulltes Moment“) des Prozesses. Die Funktion

s ist die Momentfunktion des Wertpapiers. Interessant ist
folgende elementar beweisbare Folgerung: Die Ertrags-
funktion gen̈ugt dem Gesetz des sinkenden Grenzertrags
sowohl bei steigendem erwarteten Ertragµ als auch bei
steigendem Risikoσ .

5.2 Zusammengesetzte Portfolios

Betrachten wir nun ein Portfolio, das ausn Subportfolios
besteht, in denen jeweils der Anteilpi des zur Verf̈ugung
stehenden Gesamtkapitals investiert wird (alsopi = 0 und
∑i pi = 1). Bezeichnen wir ferner die Momentfunktion
des i-ten Subportfolios mitsi , und die Summe der Mo-
mentfunktionen des gesamten Portfolios mitŝ. Die Ver-
teilung der Momentfunktionen̈uber die Subportfolios ist
dann darstellbar durch den Vektorq = (q1, . . . ,qn), wobei
für jedesi gilt:

qi = si/ŝ mit ŝ=
n

∑
j=1

sj . (4)

Es l̈asst sich zeigen, dass der zu erwartende Ertrag des
gesamten Portfolios mit den Informa- tionen der beiden
Verteilungen zusammenhängt, und zwar durch die Formel
[24]:

r = [logŝ−H(p)−K(p;q)] ln2/t. (5)

Der Verfasser [25] konnte zudem zeigen, wie der zu er-
wartende Ertrag bei verschiedenen Randbedingungen ma-
ximiert wird:

• Gibt es keine Restriktionen, so wird der erwarte-
te Ertrag r maximal, wenn das Investitionskapital
und die Momente gleichverteilt sind. Dieses Ergeb-
nis, also die Optimaliẗat der Gleichverteilung, stimmt
vollständig mit dem Resultat der klassischen Port-
foliotheorie überein, dass ein risikoaverser Investor
sein Portfolio auf m̈oglichst viele Risikopositionen
diversifiziert (

”
Don’t put all your eggs in one bas-

ket“) [20, 22, 28]. Der maximale zu erwartende Er-
trag ist gegeben durch die Formel

r∗ = [logŝ−H(p)] ln2/t = [logŝ/n] ln2/t. (6)

• Seiŝ= const gegeben (
”
Gesamtmomentbedingung“).

Dann ist der erwartete Ertragr maximal, wenn
für die beiden Wahrscheinlichkeitsdichtenp und q
gleich sind: Geometrisch bedeutet das, dass der

”
In-

vestmentvektor“(p1, . . . , pn) die gleiche Richtung
hat wie der

”
Momentenvektor“(s1, . . . ,sn).

6 Ausblick und Nutzen

Aktuell werden Anwendungen informationstheoretischer
Methoden und Begriffe in der Finanzmathematik mehr-
fach und oft unabḧangig voneinander konkretisiert. Das
spricht daf̈ur, dass die Ideen

”
in der Luft liegen“ und die

Zeit reif ist für eine neue Entwicklung.
Gulko löst mit seiner Hypothese des Entropischen

Markts das Problem der Preisbildung an Finanzmärkten,
indem er den Shannonschen Informationsbegriff der In-
formationstheorie benutzt und damit gewissermaßen Sa-
muelson

”
vom Kopf auf die F̈uße stellt“. Ein anderer Zu-
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sammenhang zwischen Information und Risiko ist zu er-
kennen, wenn man ein aus mehreren Subportfolios beste-
hendes Portfolio von Risikopositionen betrachtet. Kennt
man die Verteilung des investierten Kapitals auf die ein-
zelnen Subportfolios sowie diejenige der statistischen
Momente, so ist die zu erwartende Rendite des Gesamt-
portfolios gleich einer einfachen Funktion der Entropien
(der durchschnittlichen Informationen) beider Verteilun-
gen. Das Optimierungsproblem, den zu erwartenden Er-
trag eines aus n Subportfolios bestehenden Gesamtportfo-
lios durch optimale Wahl der Investitionskapitalverteilung
zu maximieren, wird formuliert und gelöst. Durch Glei-
chung (5) der zu erwartende Ertragr mit der Kullback-
Leibler-Information in Beziehung gebracht. Gleichung
(5) erlaubt die bemerkenswerte Schlussfolgerung, dass je-
de InformationsdifferenzK(p;q) zwischen dem Wissenp
der Investitionsverteilung und der Vorkenntnisq der Risi-
ken den zu erwartenden Ertrag mindert.

Nach einer Idee von Stoughton und Zechner [23] lässt
sich das Resultat im zentralen Controlling eines ausn Ab-
teilungen bestehenden Finanzinstituts direkt anwenden.
Hier ist das Gesamtportfolio das gesamte Unternehmen,
während die Abteilungen den Subportfolios entsprechen.
Das Controlling muss also bemüht sein, die Verteilung
des Investitionskapitals auf die einzelnen Abteilungen der
Verteilung der Momente gem̈aß Gleichung (5) anzupas-
sen.

Einen weiteren Aspekt erhält man durch den Ausblick
auf den Fall unvollsẗandiger Information. Normalerweise
wird die Verteilung der Momente nur unvollständig be-
kannt sein, sei es durch prinzipielles Unwissen oder durch
bewusstesinformation hidingder Manager der Subport-
folios. Man sieht sofort, dass in diesem Fall die Wahl der
optimalen Kapitalverteilung misslingt, denn die Informa-
tionsdifferenz dr̈uckt den Gewinn. Der Ertrag wird also
nicht maximal.

Schließlich liefert das Resultat einen Ansatz zur mo-
neẗaren Bewertung von Information. Denn mit Gleichung
(5) sieht man, dass der maximale zu erwartende Ertrag
r∗ = [logŝ−H(p)] lautet. Ändert sich nun die Risiko-
verteilung, beispielsweise durch Markt- oder Portfolio-
ver̈anderungen, so istp 6= q, und der Ertragr ist durch
(5) gegeben. Bei einer̈Anderung des Risikos entspricht
die Informationsdifferenz damit

r∗− r = K(p;q) ln2/t. (7)

Anders ausgedrückt lautet diese Gleichung:

Renditeverlust= Informationsdifferenz/Zeit.

Hierbei bemisst sich der Renditeverlust aus der Differenz
der optimalen zur tatsächlich erwarteten Rendite, und die
Informationsdifferenz der beiden Entropien ist durch die
sogenannte Kullback-Leibler-Information gegeben, vgl.
Gleichung (7). Information kostet also, nämlich pro Zeit-
einheit den Preis der relativen Ertragsminderung.

Danksagung. Ich danke Jean-Christophe Curtillet für
wertvolle Hinweise und inspirierende Diskussionen.
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